Losungen zur 10. Mathe-Nacht

Analysis 2, Sommersemester 2020

Warnhinweis: Die Losungen wurden nicht auf ihre Richtigkeit Gberprift. Wer Fehler findet, meldet
diese bei mara.jakob@mathematik.uni-halle.de



10.
Mathe— ) |
Nacht /

Integrale - Losungen

1. Aufgabe:

a) Wir nutzen partielle Integration:

/ cos z sin zdz = sin® z — / sin x cos xdx

=2 /cosxsinxdaz =sin’z

sin? x

2+C’

= /cosxsinxdacz

b) Wir nutzen zweimal partielle Integration:
/cos ze®dr = e* cosx + / e” sin xzdx

=e%cosx + e¥sinx — /e””cosxdx

1
iem(cosx +sinz) +C

Tie—®

c) Wir nutzen coshz = “5*— und substituieren v := e, dz = 1/udu:

1 2
/ dz — / 2 4
coshx et 4+ e~ "

11
= / T —du
U+ U

= 2arctan(u) + C
= 2arctan(e”) + C

d) Wir substituieren u := 4z — 3, dz = 1/4dw:
1 1 1
——=dr=- [ —d
/(433*3)3 . 4/u3 b
111
4 22
1

- = !
- 8(4w —3)2 o

+0)

e) Mit partieller Integration bekommen wir:
2 2 1
/\/Eln(:r)dz = g\/a:?’lnx —/g\/ajdex
x
2 4
= g\/:r?’lnx — 5\/:1:3 +C
2 = 2
= g\/x (Inz — g) +C



2. Aufgabe:

a) Im Fall s < 0 gilt fiir > 1 schon
0<a®+a+ <2,

also
1

xs —l—scs

Somit ist das Integral divergent nach Minorantenkriterium.

Im Fall s € (0,1) folgt
© 9 S | S |
/ ildx:/ 71dx+/ 4
o T°+uxs 0o ¥+ x5 1 ¥+

1/t 1 [~ .
> — x %dr + = r” sdx < oco.
2 Jo 2

Fiir s = 1 divergiert das Integral (Stichwort: harmonische Reihe).
Fiir s > 1 hat man dieselbe Rechnung wie oben, nur mit den Majoranten vertauscht.

>

l\.’)M—l

b) Wir substituieren u :=x + 1, du = dz und erhalten:
/ C_E / _ / gy / L
Vet \f \f 0 Vu

c) Fir o = 0 divergiert das Integral. Fir a # 0 ergibt sich

* 2 _—azx 1 —ax ,,27%° 2 * —ax
T°e dx:——[e x}o + — Te dx
0 0

(6% «
1 —az 2 1 —azx ] ~1 —ax
:—a[e 2}0 +a<_a[ }0 _/0 ot >
1 —ax 2 1 —ax,, ] 1 —ax -
- gl (R by [ )
2
T a3

d) Da In|z| symmetrisch ist, konnen wir schreiben:

1 1
/ In |z|dx = 2/ In zdx
—1 0

Wir nutzen jetzt partielle Integration mit f' =1, ¢ = Inz und bilden den Grenzwert:

x—0

2/0 Inzde =2[zlnz —z]; = =2 — lim (2(z(Inz — 1)))

=-2



e) Wir fiigen eine sinnvolle Null hinzu und erhalten mit erweitern:

/°° 1 dx_/“Ll—dex_ m&dx_l/” 20
s 210 Jy @rDe-D -0 2y 221

Wir wissen, dass gilt f f(a ) dz = In(|f(z)|). Somit folgt

o 1 [ 2% o 1o o e
/2 w_ldm—§/2 x2_1dx:[ln(x—1)]2 —i[ln(z —1)}2

= lim (In(z — 1) — = In(2® — 1)) + %ln(?))

Tr—r00

o0 o0
/ e “sin(z)dz = [~ * cosz] / ¥ coszdx
0 0

o0
= [—6 COSiL’ ( Sll’lx / e “sin l’dl’)
0

(oo}
= [—e_”” cos x]go — [e_w sin ;v]go — / e~ ¥ sin xdx
. 0
=2 / e "sin(z)dz = [—e ™ COS:L’];O — [e " sin x]go

1 oo
= / Tsin(z)dx = 3 [e~*(sinz + cos z)]o

3. Aufgabe:

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenn man den Hauptsatz der Integralrechnung und dann den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung auf das Integral
b
/ f(x)dx

anwendet, dann ist es dquivalent zu welchem der folgenden Terme?
O f(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O f'(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O (b—a)f'(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O (b—a)f(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O Keine der obigen Antworten ist richtig.

Antwort d) ist richtig. Der Hauptsatz der Integralrechnung besagt, dass es fir eine reelwertige, stetige
Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R eine Stammfunktion F : [a,b] — R gibt mit

F'(z) = f(x) und f f(x)dz = F(b) — F(a).



Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung sagt, dass es fiir eine auf [a, b] stetige und in (a, b) differentierbare

_ () —f(a)

Funktion f mindestens ein ¢ € (a,b) gibt, so dass f'(¢) -

gilt. Es folgt also:

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a)
PO -a)
~ (- )



Topologie Losungen

10.
Mathe

Nacht

1. Aufgabe:
Wahr oder falsch?
Entscheide, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Beweise oder widerlege.

a)

b)

d)

Seien U; C R™ offene Mengen, i € I eine beliebige Indexmenge. Dann ist auch (1) U; offen.
iel

Losung: Das ist nicht wahr, betrachte dazu folgendes Gegenbeispiel:

Fiir alle n € Nsei U, := (—2,1) CR.

Offensichtlich sind dann die U, alle offen (sogar offene Kugeln in R!), jedoch ist

ﬂ Un:{o}a

neN

denn der Schnitt tiber alle U, ist genau die Menge der x € R, die in allen U, liegen, das ist aber nur
die 0 (beachte: £ — 0).
Die Menge {0} ist aber nicht offen, denn in jeder Umgebung der 0 liegen auch Elemente # 0.

Jede ein-elementige Teilmenge des R™ ist (folgen-)kompakt.

Losung: Das ist korrekt: Wir nennen unsere ein-elementige Menge M := {z} C R"™ und zeigen
Folgen-Kompaktheit. Dafiir benutzen wir folgende Definition:

Eine Menge A C R™ ist genau dann folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente Teilfolge
hat, deren Grenzwert in A liegt.

Sei also (x)nen C M eine Folge in M, dann muss z,, = x fiir alle n € N gelten, denn M hat nur das
Element x. Dann ist aber schon (z,) selbst konvergent gegen x, da konstant, insbesondere dann auch
jede Teilfolge. Also ist M folgenkompakt.

Fiir die Bachelor-Studierenden: Man zeigt auch leicht mit der Heine-Borelschen Uberdeckungseigenschaft die
Kompaktheit: Sei dafiir {U; }:cs eine offene Uberdeckung von {z}, dann muss z in wenigstens einer der Mengen
U; liegen, z.B. in U;. Dann ist schon {U;} eine Uberdeckung, insbesondere eine endliche.

(B) Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge des metrischen Raums X und Z C Y abgeschlossen in
Y (bzgl. der Teilraumtopologie). Dann ist Z abgeschlossen in X.

Lésung: Das stimmt auch: Was bedeutet "abgeschlossen in der Teilraumtopologie"? Es gibt eine
abgeschlossene Menge A C X, sodass Z =Y N A ist!
Nun sind aber sowohl Y (nach Voraussetzung) als auch A abgeschlossen in X, folglich auch ihr Schnitt.

(B) Sei M ein metrischer Raum und Y C M zusammenhéingend. Dann ist jede beschriankte Teilmenge
von Y auch zusammenhéngend.

Lésung: Das stimmt nicht, betrachte folgendes Gegenbeispiel:

Sei M =R und Y = (0,1). In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die zusammenhingenden Teil-
mengen von R genau die Intervalle sind, Y ist also zusammenhéngend.

Insbesondere ist Y auch beschrénkt, also auch jede Teilmenge von Y. Wir betrachten die Teilmenge
Z = (0, %) U (%, 1), diese ist dann auch beschriankt, aber nicht zusammenhéngend, denn:

Die Mengen (0, i) und (%, 1) sind offen, disjunkt und nicht-leer, aber ihr Vereinigung ganz Z, also Z
nicht zusammenhéangend.



)

Sei f : R® — R™ stetig. Dann gilt fiir alle abgeschlossenen Mengen A C R™, dass auch f~1(A)
abgeschlossen ist.

Lésung: Das stimmt, und fiir den Beweis benutzen wir, dass fiir eine stetige Funktion f fiir jede
offene Menge V' C R™ das Urbild f~!(V) C R™ auch offen ist (fiir Bachelor-Menschen war das Serie
24.4, fiir Lehramts-Menschen ist das ein Satz aus der Vorlesung).

Sei jetzt also A C R™ abgeschlossen, wir zeigen dass dann f~1(A) abgeschlossen ist. A abgeschlossen
bedeutet, dass R™\ A offen ist. Nach obigem Satz folgt f~(R™\A) offen.

Was ist aber f~1(R™\A)? Das sind alle Punkte in R", deren Bild in R™ aber nicht in A liegen. Die
Punkte deren Bild in R™ liegen, ist der ganze R™, wir haben also alle Punkte, deren Bild nicht in A
liegt, also f~H(R™\A) = R\ f~1(A).

Damit ist R™\ f~1(A) offen, also f~!(A) abgeschlossen. Das wollten wir zeigen.

2. Aufgabe:

Beweise folgende Aussagen:

a)

b)

Sei || - || eine Norm auf R™. Zeige, dass || - || als Abbildung R™ — R stetig ist.

Losung: Wir zeigen, dass die Norm sogar Lipschitz-stetig ist:
Fiir beliebige z,y € R™ gilt mit der umgekehrten Dreiecks-Ungleichung

izl = llylll < [l =yl

Das ist aber schon Lipschitz-stetigkeit von || - || mit der Lipschitz-Konstanten 1, und daraus folgt die
Stetigkeit.
Wie folgt daraus nochmal die Stetigkeit? Sei zg € R™ beliebig, € > 0 beliebig. Wéhle 6 = ¢, dann gilt fiir alle
y € B(z0,0):

llzoll = lylll < llz —yll <& =e.

Das ist das € - ¢ -Kriterium.
Seien M7, My C R™ kompakt. Dann ist auch
My +My:={a+b: a€ M, be My}

kompakt.

Losung: Wir wissen, dass im R™ kompakt dquivalent ist zu abgeschlossen und beschréankt, wir zeigen
also, dass M7 4+ Ms abgeschlossen und beschrankt ist:
Beschranktheit: ~ Sowohl M; als auch Ms sind beschrinkt, da kompakt, es gibt also Konstanten
R1, Ry > 0, sodass gilt

lz]| < Ry Va € M, llyll < R2 Vy € Mo.

Sei nun z € M; + M beliebig, das heifit es gibt x € M7, y € My mit z =z + y.
Dann ist mit der Dreiecksungleichung

121l = llz + yll < flzll + llyll < Bi + Rz =: R.
Also ist ||z]] < R fur alle z € My + My, also My + My beschrankt.

Abgeschlossenheit: ~ Wir benutzen das Kriterium, nach dem eine Menge genau dann abgeschlossen
ist, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge aus der Menge wieder ein Element der Menge ist.
Sei also (2, )nen € M1+M; eine konvergente Folge, dann existieren insbesondere zwei Folgen (z,,) C M;



und (y,) C Ma, sodass z, = T, + Yy gilt.

Es sind aber My, M, (folgen-)kompakt, das heifit die Folge (x,) besitzt eine konvergente Teilfolge
(2, ) mit x,, — x € M.

Analog finden wir eine Teilfolge y,, — y € Ms. Dann gilt auch fiir die Teilfolge von (z,):

Zng = Tny + Yn, — T +y € My + M,.

Wir hatten aber (z,) als konvergent vorausgesetzt, und wir wissen, dass dann auch jede Teilfolge gegen
den gleichen Grenzwert konvergiert wie (z,), also gilt auch

Zn — T+ 1y € My 4+ Ms.

Das ist was wir zeigen wollten.

3. Aufgabe:

Welche der folgenden Mengen sind offen?
X M, := B(0,1)\{0} C R".
O My :={(p,q) €R?: peQoder q € Q} CR?
K Ms:={zecR: e”+sin(z) € (2,5)}
O My :={(z,y,2) €eR3: 2=5}
O Msi={zeR": |23 =1}
® M= R\({0} U{L: neN))
Welche sind beschrénkt?

X M OM X My 0O My X M; O M
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6. Aufgabe:

Sei f(z,y,2z) = «¥/*. Ordne jeweils einem Term aus der ersten Gruppe einer partiellen Ableitung aus der 2.
Gruppe zu:

2 2
G,:ﬂzy/z—', ln(I)Iy/z’ —l"(z)ymyh_ l"(f) zv/z, Y _23"?1!,'/2—2

z z 22 ; 22 z
M /

G2:8yyfa 0:f, 8yf’ Ocf, Ouzf
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